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Введено весовое пространство типа С.Л.Соболева, получены представления 

функций, линейных ограниченных функционалов и операторов, а также представления 
решений операторных уравнений. 
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В работе введено весовое пространство типа С.Л.Соболева, получе-
ны представления функций, линейных ограниченных функционалов и 
операторов, а также представления решений операторных уравнений. 

Ранее, в других классах функций аналогичные вопросы рассматри-
вались в работах [1-5], а в работах [6,7] исследованы корректная разре-
шимость краевой задачи для гиперболических уравнений высших поряд-
ков. 

Основные обозначения и понятия. nR - евклидово пространство 
векторов столбцов ),...,( 1 ′= nxxx  с нормой 

n
⋅ , ),(...),( 101

1
0
1 nn xxxxG ××=  - n -

мерный ограниченный параллелепипед, kT  - множество всех k -мерных 
векторов ),...,( 1)( kk δδδ = , где iδ  натуральные числа, удовлетворяющие 
условиям <≤ 11 δ nk ≤< δ... . С каждым из векторов )(kδ  свяжем вектор 

),...,( 1)( knkn −− = βββ , для которого nkn ≤<<<≤ −βββ ...1 21  и 
},...,,{\},...,2,1{ 21 ki n δδδβ ∈ . Тогда точку nRx∈  можно записать в виде 

),(
)()( knk

xxx
−

= βδ , где ),...,(
1)( kk

xxx δδδ = , ),...,(
1)( knkn

xxx
−−

= βββ . Также будем 
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пользоваться обозначениями =)(

)(

k

k

jx δ

δ ,...1

1

k

k

jj xx δδ

δδ ⋅⋅  
kk

jjj δδδ ⋅⋅= ...!
1)(
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),...,( 1 nlll =        - целочисленный вектор с положительными компонента-
ми, ),...,( 1 njjj =  и ;,...,1,0/),...,({ 1 kknl ljjjjS ===  },...,2,1 nk = . 
 kR

k
−

)(δ
-мерное подпространство из nR  переменных 

)( k
xδ . 

)( k
Gδ - 

проекция множества nRG ⊂  на 
)( k

Rδ . Ясно, что 
)( n

Rδ = nR  и GG
n
=

)(δ
. 

11)( |~,},...,,1,...,1,0;|{)(
)()( −− ==−==∈=Ω lllknlkl SSSljljSj

kk
ββνδ ννδδ . 

Тогда ∈= jSl {~ },,...,1,),(| )()( nkTjS kkkll =∈Ω∈ δδ  где ≤∈=− 0|{1 ll SjS  
,1−≤≤ νν lj },,...,2,1 n=ν nR∈= )1,...,1(1 .  

 )1()(, ∞<< pGL mp  - пространство m -мерных измеримых функ-

ций mRGu →: , для которых ∞<







= ∫

p

G

p

mGp
dxxuu

1

,
)( . 

ni
p

pGL inmp ,1,110),,...,(,1),( 1,, =−<≤=∞<< ααααα  - простран-

ство m -мерных измеримых функций mRGu →:  с конечной нормой  

=−=
GpGp

uxxu
,

0
,,

)( α
α

p

G

p

m
dxxuxx

1

0 )()( 







−∫ α ,  )(,, GW l

mp α  - весовое 

пространство всех ),(, GLu mp∈  имеющих обобщенные в смысле С.Л.Со-

болева производные uD j , lSj∈ , для которых )(, GLuD mp
j ∈ , при 

1−∈ lSj  и )(,, )(
GLuD mp

j
kδα

∈ , при kkkl Tj ∈Ω∈ )()( ,)( δδ , nk ,1= . 
k

k x
D

∂
∂

= - 

оператор обобщенного дифференцирования в смысле С.Л.Соболева, 
nj

n
jj DDD ...1

1= .  
Норму в этом пространстве определим в виде 

+=+= ∑∑∑
−− ∈∈∈ 1
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∑
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Sj Gp

juDxx
~ ,

0 )(

)()(
)( δα

δδ .                                             (1) 

Пространство )(,, GW l
mp α  является банаховым с нормой (1) и при 

0=α  это пространство совпадает с пространством )(, GW l
mp  [2,4]. 

В весовом пространстве )(,, GW l
mp α  определим линейные операторы 

,)(: ,,
0

m
l

mpj RGWD →α  1−∈ lSj  и →)(: ,,
0
, )(

GWD l
mpj k αδ )(

)()( ,, kk
GL mp δαδ

, lSj ~
∈  
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следующим образом: 
              0)(0

xx

j
j xuDuD

=
= , 1−∈ lSj , 0

)()(
)(

)(0
,

knkn
k xx

j
j xuDuD

−− =
=

ββ
δ , lSj ~

∈ . 

 Отметим, что эти операторы определяют следы функций из 
)(,, GW l

mp α  в mR  и )(
)()( ,, kk

GL mp δαδ
, соответственно. Поэтому в )(,, GW l

mp α  

можно ввести норму и следующим образом: 
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,11
p

−<  ni ,1=  -пространство с элементами ,{ jbb = 1−∈ lSj ,
)(, kjb δ , lSj ~

∈ },  

где mj Rb ∈ , 1−∈ lSj , 
)(, kjb δ )( )(,, )( kmp GL
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Представление функций из )(,, GW l
mp α . 

Имеет место следующие теоремы. 
Теорема 1. Общий вид функций )(,, GWu l

mp α∈ , ∞<< p1 , 
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где  mj Rb ∈ , 1−∈ lSj , 
)(, kjb δ )( )(, kmp GL δ∈ , )(...)()( 21 ttt θθθ ⋅⋅= ,  

                    ,0,1)(,0,0)( ≥=<= iiii tttt θθ   ni ,1= . 
 Теорема 2. Существуют положительные постоянные 0M  и 0M  
такие, что 

)(
01

)()(0
,,,,,, GWGWGW l
mp

l
mp

l
mp

uMuuM
ααα

≤≤ .                             (4) 

Из этой теоремы следует, что нормы (1) и (2) эквивалентны, а операторы 
0
jD , 1−∈ lSj  и 0

, )( kjD δ , lSj ~
∈  непрерывны на )(,, GW l

mp α . 

 Теорема 3. Пространства )(,, GW l
mp α  и l

mpH ,,α , ∞<< p1 , ),...,( 1 nααα = , 
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,110
pi −<≤ α  ni ,1= , изометричны.  

 Теорема 4. Общий вид линейного функционала заданного в про-

странстве )(,, GW l
mp α , ∞<< p1 , ni

pi ,1,110 =−<≤α  дается равенством 

∑ ∫∑
∈∈

′+′=
− Sj

jj
GSj

jj kkkkk

kl

dxxxuDuDuf
~ ,

0
,

0
)()()()()(

)(1

)()))((()()( δδδδδ ωω
δ

,       (5) 

где  mj R∈ω , 1−∈ lSj , 
)(, kj δω )(

)()( ,, kk
GL mq δαδ−∈ , lSj ~

∈ , pqqp =+ . 

Из этой теоремы следует, что пространство *
,, ))(( GW l
mp α  изоморф-

но пространству l
mqH ,, α− . 

Разрешимость линейных уравнений в )(,, GW l
mp α . Рассмотрим 

операторное уравнение общего вида 
ϕ=Lu ,                                                                                 (6) 

где L - линейный ограниченный оператор из )(,, GW l
mp α  в некоторое бана-

хово пространство B . 
 В дальнейшем, наряду с уравнением (6), рассмотрим уравнение 

ψ=fL* ,                                                                             (7) 
которое будем называть сопряженным по отношению к уравнению (6). 
 Поскольку каждую функцию *

,, ))(( GW l
mp αψ ∈  можно отождествить 

с некоторым элементом }~,,,{
)(,1 ljlj SjSj

k
∈∈= − δψψψ  из *

,, )( l
mpH α , то при 

∞<< p1 , ni
pi ,1,110 =−<≤α , уравнение (7) можно записать в виде сис-

темы 
       ,, 1−∈= ljj Sjf ψω  

ljj SjGf
kkkkkk

~,),())((
)()()()()()( ,, ∈∈= δδδδδδ ξξψξω .                          (8) 

 Пусть 
m

mm BBBffF ***
1 ...),...,( ××=∈′= , FW j , 1−∈ lSj  и FW

kj )(,δ , 

lSj ~
∈   mm× -матрицы, ν -ые столбцы которых совпадают с векторами 

)( νω fj , 1−∈ lSj  и )(
)(, νδω f

kj , lSj ~
∈ , соответственно. Тогда, в силу (5), для 

любого m,1=ν , имеет место 
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 Поэтому справедливо тождество 
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mp α∈ . 

 Оператор }~,,{ ,,1
*

)( ljljm SjWSjWL
k

∈∈= − δ , действующий из *
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*
,, )( l

mmpH ×α , где 

                    









×









= ∏∏

∈
×

∈
××

−

)(
)()(

1
~ ,,,, k

l
k

l

GLRH
Sj

mmp
Sj

mm
l

mmp δαα δ
, 

назовем сопряженным матричным оператором. 
 Рассмотрим сопряженное матричное уравнение 

Ψ=FLM
* ,                                                                                    (10) 

где ∈∈Ψ∈Ψ=Ψ − }~,,,{
)(,1 ljlj SjSj

kδ
l

mmqH ×− ,, α , или в компонентах 







∈Ψ=

∈Ψ= −

.~),())((
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)()()()( ,,

1
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SjFW

SjFW

kkkk δδδδ ξξ
                                        (11) 

Решение системы (11) эквивалентно решению системы (8) для m  серий 
правых частей 
                    m

kkk jjjj ,1,))(()(,)(
)()()( , =Ψ=Ψ= νξξψψ νδδδν , 

где νν −)(A -ый столбец матрицы A . Поэтому справедлива 
 Лемма. Для того, чтобы уравнение (10) имело единственное реше-
ние *

mBF ∈  для всех *
,, )( l

mmpH ×∈Ψ α , необходимо и достаточно, чтобы 

уравнение (7) имело единственное решение *Bf ∈  для всех *
,, )( l
mpH αψ ∈ . 

Теперь рассмотрим частный случай системы (11), при специаль-
ном выборе правой части 
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∈
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где I - единичная mm× -матрица, причем первая группа равенств (12) по-
нимается в обычном смысле, а вторая группа в смысле почти всюду на 
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)( k
Gδ . 

Теорема 5. Если уравнение (6) для любого B∈ϕ  имеет единст-
венное решение )(,, GWu l

mp α∈ , то система (12) для любого Gx∈  имеет 

единственное решение *)( mBxF ∈ , причем решение )(,, GWu l
mp α∈  уравне-

ния (6) представляется в виде 
GxxFxu ∈= ,)()( ϕ .                                                    (13) 

 Теорема 6. Если для любого Gx∈  система (12) имеет хотя бы од-
но решение *)( mBxF ∈ , то любое решение )(,, GWu l

mp α∈  уравнения (6) 
имеет вид (13). 
 Вектор-функционал )(xF , являющееся решением уравнения (12), 
назовем фундаментальным решением уравнения (6). 
 Отметим, что для существования фундаментального решения не-
обходимо, чтобы L  имел левую обратную 1−

лL , а достаточное условие его 
дается следующей теоремой. 
 Теорема 7. Если 1−

лL  существует и ограничен, то существует хотя 
бы одно фундаментальное решение уравнения (6). 
 В случае, когда l

mpHB ,,α=   L  имеет вид 

}~,,,{
)(,1 ljlj SjLSjLL

k
∈∈= − δ ,                                   (14) 

где jL  и 
)(, kjL δ -  линейные ограниченные операторы, действующие из 

)(,, GW l
mp α  в mR  и )(

)()( ,, kk
GL mp δαδ

, соответственно. 

 Отметим, что если l
mpHB ,,α= , то любой функционал *Bf ∈  можно 

представить в виде 
                             *

,,,1 )(}~,,,{
)(

l
mpljlj HSjfSjff

k αδ ∈∈∈= − . 
 В этом случае число неизвестных и число уравнений в системе (8) 
равны. 
 Уравнение (6), соответствующее случаю (14), можно записать в 
виде 

GxxxuL
nn ll ∈= ),())((

)()( ,, δδ ϕ ,                                        (15) 

ljj SjnkGxxxuL
kkkkkk

~,1,),())((
)()()()()()( ,, ∈<≤∈= δδδδδδ ϕ ,         (16) 

                              1, −∈= ljj SjuL ϕ , 

где l
mpljlj HSjSj

k ,,,1 }~,,,{
)( αδϕϕϕ ∈∈∈= − . 

 Задача определения функции )(,, GWu l
mp α∈ , удовлетворяющей ра-

венствам (15),(16), назовем обобщенной задачей Гурса. 
 Важным частным случаем задачи (15),(16) является задача 
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GxxxuLxuDxuL
nnnn llll ∈=+≡ ),())(ˆ())(())((

)()()()( ,,
0
,, δδδδ ϕ ,           (17) 

),())(ˆ())(())((
)()()()()()()()( ,,

0
,, kkkkkkkk

xxuLxuDxuL jjjj δδδδδδδδ ϕ=+≡         (18) 

                                                            nkGx
kk

<≤∈ 1,
)()( δδ , lSj ~

∈ , 

             1
0 ,ˆ

−∈=+≡ ljjjj SjuLuDuL ϕ , 

где }~,ˆ;,ˆ{ˆ
)(,1 ljlj SjLSjLL

k
∈∈= − δ  линейный ограниченный оператор из 

)(,, GW l
mp α  в l

mpH ,,α . 

 В случае 0ˆ =L  условие (18) имеет вид 
),())((

)()()()( ,
0
, kkkk

xxuD jj δδδδ ϕ= nkGx
kk

<≤∈ 1,
)()( δδ , lSj ~

∈ ,             (19) 

                          1
0 , −∈= ljj SjuD ϕ . 

 Различные частные случаи обобщенной задачи Гурса приводят нас 
к новым корректно поставленным краевым задачам для гиперболических 
интегро-дифференциальных уравнений. Примером может служить задача 
отыскания решения )(,, GWu l

mp α∈  гиперболического уравнения 

                           GxxxuDxA nl
j

xj
Sj l

∈=∑
∈

),()()( )(,δϕ , 

удовлетворяющего условиям (19), которая везде корректно разрешима. 
Здесь ∈≡ jnl AxA ,1)()(,δ )(,, GL mmp ×α  при 1−∈ lSj  и )()()( ,

,,, GLA knk xx
mmpj
−

×∞∈ βδ
α  при 

lSj ~
∈ . 
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S.L.SOBOLEV TİPLİ ÇƏKİLİ FƏZADA FUNKSİYALARIN,  
XƏTTİ FUNKSİONALLARIN  

VƏ OPERATORLARIN GÖSTƏRİLİŞİ 
 

Ş.Ş.YUSUBOV  
 

XÜLASƏ 
 

S.L.Sobolev tipli çəkili fəza daxil edilib, bu fəzada funksiyaların, xətti məhdud 
funksionalların və operatorların, həm də operator tənliklərin həllərinin göstərilişləri alınıb. 
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REPRESENTATION OF FUNCTIONS, LINEAR FUNCTIONALS AND  

OPERATORS IN S.L.SOBOLEV TYPE WEIGHTED SPACE 
 

Sh.Sh.YUSUBOV  
 

SUMMARY 
 

S.L.Sobolev type weighted space has been introduced and, representation of functions, 
linear functionals and operators, as well as representation of the solution of operator equations 
have been obtained.  

 
 Key words: weighted spaces, linear functionals, operator equations. 
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